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Resum: L’equació de Monge-Ampère és una equació en derivades parcials no lineal
que apareix en molts problemes d’anàlisi i de geometria, com ara l’equació de curvatura
de Gauss prescrita, la geometria afí, el transport òptim, etc. Aquesta equació prescriu
el producte dels valors propis de la hessiana de u, en contrast amb l’equació el.líptica
«model» ∆u = f , que en prescriu la suma. L’objectiu d’aquest text és, en primer
lloc, oferir una visió general de la teoria clàssica i, després, analitzar alguns avenços
importants recents en aquest fascinant tema.
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1 Introducció

L’equació de Monge-Ampère és una equació en derivades parcials no lineal
que apareix en molts problemes d’anàlisi i de geometria, com ara l’equació de
curvatura de Gauss prescrita, la geometria afí, el transport òptim, etc.

En la forma clàssica, aquesta equació s’expressa com

detD2u = f(x,u,∇u) en Ω, (1)

on Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, u : Ω → Rn és una funció convexa i f : Ω ×
R ×Rn → R+ és coneguda. Dit d’una altra manera, l’equació de Monge-Ampère
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prescriu el producte dels valors propis de la hessiana de u, en contrast amb
l’equació el.líptica «model» ∆u = f , que en prescriu la suma. Com explicarem
més endavant, la convexitat de la solució u és una condició necessària perquè
l’equació sigui el.líptica degenerada, i així poder esperar resultats de regularitat.

L’objectiu d’aquest text és, en primer lloc, oferir una visió general de la
teoria clàssica i, després, analitzar alguns avenços importants recents en aquest
fascinant tema.

2 Antecedents històrics

L’equació de Monge-Ampère s’anomena així perquè primer la van formular en
dues dimensions els matemàtics francesos Monge [52] i Ampère [9].

Minkowski ([50, 51]) va aconseguir els primers resultats remarcables de
l’existència i la regularitat de l’equació de Monge-Ampère. Aproximant un con-
junt convex fitat amb poliedres convexos amb les àrees de les cares prescrites,
va demostrar l’existència d’una solució feble de «l’equació de curvatura de
Gauss prescrita» (que ara s’anomena problema de Minkowski). Més tard, mitjan-
çant poliedres convexos amb curvatures generalitzades als vèrtexs donades,
Aleksandrov també va demostrar l’existència d’una solució feble en qualsevol
dimensió i que les solucions en dues dimensions eren de classe C1 [3, 4, 5].

Per a dimensions més altes i basant-se en els seus treballs anteriors, Aleksan-
drov ([6], i també Bakelman [10] en dues dimensions) va introduir una noció de
solució generalitzada de l’equació de Monge-Ampère i va demostrar l’existència
i unicitat de les solucions del problema de Dirichlet (vegeu la subsecció 3.2).
La noció de solucions febles introduïda per Aleksandrov (conegudes ara com
a solucions d’Aleksandrov) encara es fa servir amb freqüència i s’han dedicat
molts esforços a demostrar la regularitat de les solucions d’Aleksandrov amb
les hipòtesis adequades tant sobre el costat dret de l’equació com sobre les
condicions de contorn.

La regularitat de les solucions febles en dimensions elevades és un problema
molt delicat. Per a n ≥ 3, Pogorelov va trobar una funció convexa a Rn que no
és de classe C2, però que satisfà l’equació de Monge-Ampère, amb el costat dret
de l’equació analític i positiu, a l’entorn de l’origen (vegeu (15) més endavant).
Ben aviat va ser evident que el problema principal en la falta de regularitat
era la presència d’un segment lineal en la gràfica de u. En efecte, Calabi ([20])
i Pogorelov ([57]) van aconseguir demostrar estimacions interiors a priori de
la segona i la tercera derivades per a solucions estrictament convexes o per a
solucions sense un segment lineal amb tots dos extrems a la vora. No obstant
això, per a fer les computacions necessàries per a deduir aquestes estimacions
a priori, calia suposar certa la regularitat C4. Per tant, una manera natural
de demostrar l’existència de solucions suaus era aproximar el problema de
Dirichlet amb problemes més fàcils que ja tenien solucions C4, aplicar les
estimacions de Pogorelov i Calabi per aconseguir els límits a priori C2/C3

i llavors prendre el límit dels problemes aproximants. Cheng i Yau ([21]) i
Lions ([46]) van aplicar aquest argument amb èxit per obtenir la suavitat interior
de les solucions.
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Pel que fa a la regularitat de la vora, gràcies a la teoria de la regularitat desen-
volupada per Ivochkina [39], Krylov [44] i Caffarelli, Nirenberg i Spruck [19], es
pot utilitzar el mètode de continuïtat i les estimacions d’Evans-Krylov [28, 43]
per a obtenir solucions suaus globals del problema de Dirichlet (vegeu la sub-
secció 3.3). En particular, les solucions d’Aleksandrov són suaus fins a la vora
sempre que totes les dades conegudes siguin suaus.

En totes les situacions anteriors se suposa que f és positiva i prou suau.
Quan f se suposa, només, acotada superiorment i inferiorment per una cons-
tant positiva, Caffarelli va demostrar la regularitat C1,α de les solucions estric-
tament convexes [14]. A més, quan f és contínua (en concret C0,α), usant argu-
ments de pertorbació, Caffarelli va demostrar les estimacions interiors W 2,p

per a qualsevol p > 1 (en concret, estimacions interiors C2,α) [13].
Com s’explica a la subsecció 3.5, aquests resultats es poden aplicar a obtenir

la regularitat tant en el problema de Minkowski com en el problema de transport
òptim. Per descomptat, només són algunes de les possibles aplicacions de la
teoria de la regularitat per a Monge-Ampère. Per exemple, com es descriu a
l’article de revisió [64, seccions 5 i 6], les equacions de Monge-Ampère tenen
un paper clau en la geometria afí, com ara en l’estudi de les esferes afins i de
les superfícies maximals afins.

3 Teoria clàssica

Aquesta secció inclou una breu visió general d’alguns resultats rellevants de
l’equació de Monge-Ampère. Abans de tractar el concepte de les solucions
febles i la seva regularitat, primer discutim la convexitat de les solucions i el
concepte «el.lipticitat degenerada» associat a aquesta equació.

3.1 L’el.lipticitat degenerada de l’equació de Monge-Ampère

Suposem que u : Ω → R és una solució suau de (1) amb f = f(x) > 0 suau. Un
mètode estàndard per a demostrar la regularitat de les solucions d’equacions
diferencials parcials no lineals consisteix a diferenciar l’equació de la qual u és
solució per a obtenir una equació de segon ordre lineal per a les primeres
derivades. Més en concret, fixem una direcció e ∈ Sn−1 i diferenciem (1) en la
direcció e. Aleshores, utilitzant la fórmula

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

det(A+ εB) = det(A) tr(A−1B) ∀A,B ∈ Rn×n amb A invertible,

obtenim l’equació
det(D2u)uij∂ijue = fe en Ω. (2)

Aquí uij denota la matriu inversa de ui,j := (D2u)ij , els subíndexs denoten les
derivades parcials (per tant, ue := ∂eu), i sumem els índexs repetits. Com que
detD2u = f > 0, l’equació anterior es pot reescriure així:

aij∂ijue =
fe
f

en Ω, on aij := uij . (3)
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Per tant, per obtenir estimacions de regularitat de ue, voldríem que la matriu aij
fos una matriu definida positiva per a aplicar la teoria de la regularitat el.líptica
per a equacions lineals. Però, perquè la matriu aij = uij sigui definida positiva,
cal que D2u sigui definida positiva, que és exactament la condició de convexitat
de u.1

També observem que, sense cap límit a priori de D2u, la matriu aij podria
tenir valors propis arbitràriament petits i per això es diu que (1) és «el.líptica
degenerada».

Fixem-nos que, si es pot demostrar que

c0 Id ≤ D2u ≤ C0 Id dins de Ω (4)

per a algunes constants positives c0, C0 > 0, llavors C−1
0 Id ≤ (aij)1≤i,j≤n ≤

c−1
0 Id i l’equació linealitzada (3) esdevé uniformement el.líptica. Per això, de-

mostrar (4) és un dels passos clau per a la regularitat de les solucions de (1).
En relació amb aquest fet, observem que, sota la condició f(x) ≥ λ > 0, el

producte dels valors propis de D2u (que són positius) és fitat inferiorment.
Per tant, si es pot demostrar que |D2u| ≤ C , és fàcil arribar a la conclusió que
(4) és vàlida (vegeu més detalls a [31, observació 1.1]).

En conclusió, el pas clau per a la suavitat de les solucions consisteix a
demostrar que D2u és acotada.

3.2 Solucions d’Aleksandrov

En l’estudi del problema de Minkowski, Aleksandrov va introduir la noció de
solució feble de l’equació de Monge-Ampère que li permetia donar un sentit a la
curvatura de Gauss dels conjunts convexos no suaus. Vegem aquest concepte
fonamental.

Donat un domini convex obert Ω, la subdiferencial d’una funció conve-
xa u : Ω → R ve donada per

∂u(x) := {p ∈ Rn : u(y) ≥ u(x)+ p · (y − x) ∀y ∈ Ω}.

Llavors es defineix la mesura de Monge-Ampère de u com

µu(E) := |∂u(E)| per a cada conjunt de Borel E ⊂ Ω,

on

∂u(E) :=
⋃
x∈E

∂u(x)

1 És clar que la teoria seria similar si suposéssim que u fos còncava. La diferència real apareix
si la hessiana de u és indefinida, ja que (3) esdevé hiperbòlica (i llavors s’anomena equació de
Monge-Ampère hiperbòlica). Aquest problema també és molt interessant, però la teoria per a
aquest tipus d’equació és del tot diferent de la de l’equació de Monge-Ampère clàssica i queda
fora de l’abast d’aquest article.
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i | · | denota la mesura de Lebesgue. Es pot demostrar que µu és una mesura de
Borel (vegeu [31, teorema 2.3]). Cal destacar que, si u ∈ C2(Ω), la fórmula del
canvi de variable dona lloc a

|∂u(E)| = |∇u(E)| =
∫
E

detD2u(x)dx per a tot conjunt de Borel E ⊂ Ω,

i, per tant,
µu = detD2u(x)dx

(vegeu [31, exemple 2.2]).
Aquest argument genera la definició següent:

Definició 3.1 (Solucions d’Aleksandrov). Donat un conjunt obert i con-
vexΩ i una funció f : Ω×R×Rn → R+, una funció convexa u : Ω → R s’anomena
solució d’Aleksandrov de l’equació de Monge-Ampère

detD2u = f(x,u,∇u) en Ω

si µu = f(x,u,∇u)dx com a mesures de Borel, és a dir,

µu(A) =
∫
A
f(x,u,∇u)dx ∀A ⊂ Ω Borel.

Fixem-nos que, com que les funcions convexes són localment Lipschitz, són
diferenciables gairebé pertot. Per tant, f(x,u,∇u) és definida gairebé pertot i
la definició anterior té sentit.

Per a simplificar la presentació, discutirem només el cas f = f(x), però
tots els arguments es poden estendre al cas f = f(x,u,∇u) amb la condició
que ∂uf ≥ 0 (fet necessari per a assegurar que el principi del màxim sigui vàlid;
vegeu [35, capítol 17]).

De fet, inclús quan interessa resoldre l’equació de Monge-Ampère amb el
costat dret suau, per a demostrar l’existència de solucions és útil tenir en
compte també les mesures de Borel com a costat dret de l’equació. Per tant,
donada una mesura de Borel no negativa ν dins de Ω, podem dir que u és una
solució d’Aleksandrov de detD2u = ν si µu = ν .

Una propietat fonamental de la mesura de Monge-Ampère és que és estable
en condicions de convergència uniforme (vegeu [31, proposició 2.6]):

Proposició 3.2. Sigui uk : Ω → R una successió de funcions convexes que
convergeixen uniformement i localment a u. Aleshores les mesures de Monge-
Ampère associades µuk convergeixen feblement∗ a µu, és a dir,∫

Ω
ϕdµuk →

∫
Ω
ϕdµu ∀ϕ ∈ Cc(Ω).

Una altra propietat crucial d’aquesta definició és la validesa del principi de
comparació (vegeu [31, teorema 2.10]):
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Proposició 3.3. Suposem queU ⊂ Ω és un conjunt obert i fitat i que u,v : Ω →
R són dues funcions convexes que satisfan{

µu ≤ µv en U,
u ≥ v sobre ∂U.

Aleshores,
u ≥ v en U.

Una conseqüència directa d’aquest resultat és la unicitat i l’estabilitat de les
solucions (vegeu [31, corol.laris 2.11 i 2.12]):

Corol.lari 3.4. Sigui Ω un conjunt obert i fitat i sigui νk : Ω → R una família
de mesures de Borel no negatives que satisfan supk νk(Ω) <∞. Aleshores, per
a qualsevol k existeix com a molt una funció convexa uk : Ω → R que soluciona
el problema de Dirichlet {

µuk = νk en Ω,
uk = 0 sobre ∂Ω.

A més a més, si νk ⇀∗ ν∞ i les solucions uk existeixen, llavors uk → u∞
localment de manera uniforme, on u∞ és l’única solució de{

µu∞ = ν∞ en Ω,
u∞ = 0 sobre ∂Ω.

Finalment, aprofitant aquests resultats, es pot demostrar l’existència de
solucions (vegeu [31, teorema 2.13]):

Teorema 3.5. Sigui Ω un conjunt obert, convex i fitat i sigui ν una mesura
de Borel no negativa amb ν(Ω) < ∞. Aleshores existeix una única funció
convexa u : Ω → R que soluciona el problema de Dirichlet{

µu = ν en Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

(5)

Idea de la demostració. Com que la unicitat és conseqüència del corol.la-
ri 3.4, només cal demostrar-ne l’existència.

Gràcies a l’estabilitat del corol.lari 3.4, com que qualsevol mesura finita
pot ser aproximada en la topologia feble* per una suma discreta de deltes de
Dirac, només cal resoldre el problema de Dirichlet (5) quan ν =

∑N
i=1αi δxi

amb xi ∈ Ω i αi > 0.
Per a demostrar l’existència d’una solució s’utilitza l’anomenat mètode de

Perron: es defineix

S[ν] := {v : Ω → R convexa : v
∣∣
∂Ω = 0, µv ≥ ν en Ω},

i es demostra que aquest conjunt no és buit i que és tancat en prendre màxims
(és a dir, v1, v2 ∈ S[ν] ⇒ max{v1, v2} ∈ S[ν]). Gràcies a aquestes propietats,
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s’obté que u := supv∈S[ν] v encara és un element de S[ν] i aleshores aprofita
la maximalitat de u per a deduir que µu = ν .

Vegeu [31, demostració del teorema 2.13] per a més detalls. 2

De fet, siΩ és estrictament convex, un argument similar combinat amb l’exis-
tència de barreres adequades permet demostrar l’existència de solucions per a
qualsevol condició de contorn contínua (vegeu, per exemple, [31, teorema 2.14]):

Teorema 3.6. Sigui Ω un conjunt obert, estrictament convex i fitat, sigui ν
una mesura de Borel no negativa amb ν(Ω) <∞ i sigui g : ∂Ω → R una funció
contínua. Aleshores existeix una única funció convexa u : Ω → R que soluciona
el problema de Dirichlet {

µu = ν en Ω,
u = g sobre ∂Ω.

(6)

3.3 Existència de solucions suaus i regularitat global

Com s’ha vist a la secció anterior, la unicitat de les solucions del problema de
Dirichlet és vàlida fins i tot al nivell de les solucions febles. Per tant, la qüestió
principal és l’existència.

L’existència de solucions suaus de l’equació de Monge-Ampère es remunta
als treballs de Pogorelov [57]. S’obté mitjançant el popular mètode de continuï-
tat que ara descrivim breument (vegeu [35, capítol 17] i [31, secció 3.1] per a
una explicació més detallada).

Suposem que Ω és un domini uniformement convex suau,2 i considerem una
funció ū : Ω → R uniformement convexa suau que s’anul.la sobre ∂Ω. Llavors,
si definim f̄ := detD2ū, tenim que f̄ > 0 en Ω i ū és solució de{

detD2ū = f̄ en Ω,
ū = 0 sobre ∂Ω.

Suposem ara que volem resoldre{
detD2u = f en Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(7)

per a una f : Ω → R donada amb f > 0. Definim {ft := (1− t)f̄ + t f}t∈[0,1], i
considerem la família 1-paramètrica de problemes{

detD2ut = ft en Ω,
ut = 0 sobre ∂Ω.

(8)

2 Diem que un domini és uniformement convex si existeix un radi R tal que

Ω ⊂ BR(x0 + Rνx0) per a tot x0 ∈ ∂Ω,
on νx0 és la normal interior de Ω en x0. Observem que, per a un domini suau, això equival a
demanar que la segona forma fonamental de ∂Ω sigui definida positiva uniformement.
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El mètode de continuïtat consisteix a demostrar que el conjunt de t ∈ [0,1]
tal que (8) és resoluble de manera suau és obert i tancat alhora. Com que el
problema té solució per a t = 0 (perquè ū n’és una solució), ha d’existir una
solució suau de (7).

Més precisament, suposant que Ω és un domini uniformement convex de
classe C2,α per a alguna α ∈ (0,1), se’n desprèn que la funció f̄ = detD2ū
pertany a C0,α(Ω). Per tant, suposant que f ∈ C0,α(Ω), podem considerar un
conjunt de funcions

C := {v : Ω → R funcions convexes de classe C2,α(Ω), v = 0 sobre ∂Ω},
i definir l’aplicació no lineal

F : C × [0,1]→ C0,α(Ω)
(v, t), detD2v − ft .

L’objectiu és demostrar que el conjunt

T := {t ∈ [0,1] : existeix una ut ∈ C tal que F(ut , t) = 0}
no és buit i que és obert i tancat alhora en [0,1]. Ara explicarem els passos
principals d’aquest argument.

• Es deriva que no és buit del fet que F(ū,0) = 0; per tant, 0 ∈ T .

• Es deriva que és obert del teorema de la funció implícita en espais de
Banach (vegeu [35, teorema 17.6]). En efecte, la diferencial de Fréchet
de F respecte a v ve donada per l’operador de Monge-Ampère linealitzat
(compareu-ho amb (2))

DuF(v, t)[h] = det(D2u)uijhij , h = 0 sobre ∂Ω, (9)

on definim hij := ∂ijh, uij com la inversa de uij := ∂iju i sumem els
índexs repetits. Fixeu-vos que, si una funció v està acotada a C2,α i
detD2v està acotada inferiorment, aleshores el valor propi més petit
de D2v està fitat inferiorment per una constant positiva i l’operador
linealitzat esdevé el.líptic uniforme amb coeficients C0,α (compareu-ho
amb la subsecció 3.1). Per tant, la teoria clàssica de Schauder assegura
la invertibilitat de DuF(ut , t) sempre que ut sigui solució F(ut , t) = 0
(vegeu, per exemple, [35, capítol 6]).

• Es demostra que és tancat mitjançant estimacions a priori globals. En
concret, el següent límit a priori fonamental és vàlid (vegeu [31, teore-
ma 3.2]):3

Teorema 3.7. Sigui Ω un domini uniformement convex de classe C3 i sigui
u ∈ C4(Ω) una solució de (7) amb f ∈ C2(Ω) i 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Aleshores
existeix una constant C que depèn només de Ω, λ, ||f ||C2(Ω) tal que

||D2u||C0(Ω) ≤ C.
3 La condició que u ∈ C4(Ω) del teorema 3.7 no és essencial, ja que només és necessària per a

justificar els càlculs de la demostració.
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Com s’ha vist a la subsecció 3.1, quan se satisfà una fita uniforme de D2u
dins de Ω, l’equació de Monge-Ampère esdevé uniformement el.líptica i la teoria
de la regularitat el.líptica clàssica proporciona estimacions C2,α per a solu-
cions de F(ut , t)=0, fet que demostra que T és tancat, tal com es volia provar.

Gràcies a aquest argument es pot confirmar la validesa del següent resultat
d’existència:

Teorema 3.8. Sigui Ω un domini uniformement convex de classe C3. Aleshores,
per a qualsevol f ∈ C2(Ω) amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ, existeix una única solució u ∈
C2,α(Ω) de (7).

Tenint en compte que la unicitat és vàlida també al nivell de les solucions
d’Aleksandrov, això demostra la regularitat C2,α (per a qualsevol α < 1) de
les solucions d’Aleksandrov en dominis uniformement convexos C3 amb un
costat dret de l’equació de classe C2. És interessant destacar que la condició de
regularitat C3 a la vora és necessària, tal com demostra Wang a [67].

3.4 Teoria de la regularitat de Caffarelli

Estudiem ara la regularitat de les solucions d’Aleksandrov amb condicions de
suavitat més febles en el costat dret de l’equació.

Als anys noranta Caffarelli va desenvolupar una teoria de la regularitat
per a solucions d’Aleksandrov que demostrava que les solucions estrictament
convexes de (1) són C1,γ localment sempre que λ ≤ f ≤ 1/λ per a alguna λ > 0
[12, 14, 15]. Destaquem que, per a solucions febles, la convexitat estricta no va
implícita amb la positivitat de f (excepte per a n = 2) i és, de fet, necessària
per a la regularitat. Vegeu la subsecció 4.1 més endavant.

El resultat següent es demostra a [14]:

Teorema 3.9. Sigui u : Ω → R una solució d’Aleksandrov estrictament convexa
de µu = f dx amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Aleshores, u ∈ C1,γ

loc (Ω) per a alguna
γ = γ(n,λ) > 0.

Per explicar la idea de la demostració d’aquest teorema, fixem-nos en aques-
ta propietat simple de les solucions de l’equació de Monge-Ampère (que és
una altra manifestació de la seva el.lipticitat degenerada): si A : Rn → Rn és una
transformació afí amb detA = 1,4 i u és una solució de l’equació de Monge-
Ampère amb f al costat dret, aleshores u ◦A és una solució de l’equació de
Monge-Ampère amb f ◦A al costat dret. Aquesta invariància afí crea obstruc-
cions importants per a obtenir una teoria de la regularitat local. En efecte, per
exemple, les funcions

uε(x1, x2) =
ε x2

1

2
+ x

2
2

2ε
+ 1

són solucions de detD2uε = 1 dins del conjunt convex {uε < 0}. Per tant, tret
que el conjunt de nivell {uε = 0} sigui prou «rodó», no hi ha cap esperança

4 Donada una transformació afí Ax := Mx + v , per abús de notació escrivim detA en comptes
de detM .
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d’aconseguir estimacions a priori de u. La intuïció de Caffarelli el va portar a
utilitzar l’anomenat lema de John [42]:

Lema 3.10. Sigui K ⊂ Rn un conjunt convex, fitat i amb interior no buit.
Aleshores existeix un el.lipsoide E que satisfà

E ⊂ K ⊂ nE, (10)

on nE denota la dilatació de E per un factor n respecte al seu centre.

Diem que un conjunt convexK és normalitzat si

B1 ⊂ K ⊂ nB1.

Llavors el lema 3.10 afirma que per a cada conjunt obert, convex i fitat K
existeix una transformació afí A : Rn → Rn tal que A(K) és normalitzada.

Fixem-nos que, si u és estrictament convexa, donat un punt x ∈ Ω i p ∈
∂u(x), es pot escollir t > 0 prou petita tal que el conjunt convex

S(x,p, t) := {z ∈ Ω : u(z)−u(x)− p · (z − x) < t} (11)

està contingut estrictament dins de Ω, és a dir, S(x,p, t) ⊂ Ω. Llavors, si
substituïm u(z) per ux(z) := u(z)−u(x)− p · (z − x)− t, tenim que

λdx ≤ µux ≤
1
λ
dx en S(x,p, t), ux = 0 sobre ∂(S(x,p, t)).

A més, si A : Rn → Rn normalitza S(x,p, t), aleshores v := (detA)2/nux ◦
A−1 és solució de

λdx≤µ−v ≤ 1
λ
dx en A(S(x,p, t)), v=0 sobre ∂(A(S(x,p, t))). (12)

Gràcies a aquest raonament, n’hi ha prou de demostrar el resultat quan u és
una solució dins d’un conjunt convex normalitzat. Dit d’una altra manera, el
teorema 3.9 és una conseqüència directa del resultat següent:

Teorema 3.11. Sigui Ω un conjunt convex normalitzat i u una solució de

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Aleshores, u és estrictament convexa dins de Ω i u ∈
C1,γ

loc (Ω), per a alguna γ = γ(n,λ) > 0.

Un pas clau en la demostració d’aquest teorema és demostrar que les solu-
cions de (7) en dominis normalitzats tenen un mòdul universal de convexitat
estricta. Un ingredient fonamental per a demostrar-ho és l’important resultat
següent de Caffarelli [12] (vegeu també [31, teorema 4.10]):
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Proposició 3.12. Sigui u una solució de

λdx ≤ µu ≤
1
λ
dx

dins d’un conjunt convex Ω, x ∈ Ω i p ∈ ∂u(x). Suposem que `(z) := u(x)+
p · (z − x). Si el conjunt convex

W := {z ∈ Ω : u(z) = `(z)}

conté més d’un punt, aleshores no pot tenir punts extremals dins de Ω.

Aquest enunciat afirma que, si una solució coincideix amb un dels seus
plans de suport en més d’un punt (és a dir, no és estrictament convexa), llavors
el conjunt de contacte ha de creuar el domini. En particular, això no és possible
si u

∣∣
∂Ω = 0 (perquè llavors es deduiria que u ≡ 0 per la convexitat de u), fet

que demostra que les solucions de (12) són estrictament convexes.

Idea de la demostració del teorema 3.11. Com s’ha vist, la proposició 3.12
implica que u és estrictament convexa. A més, per compacticitat es pot de-
mostrar que el mòdul de convexitat estricta de u és universal (vegeu [31,
secció 4.2.2]).

Apliquem, doncs, aquesta informació a totes les escales. Més precisament,
donat qualsevol punt x ∈ Ω, p ∈ ∂u(x) i t > 0 petit, considerem ux(z) :=
u(z)−u(x)−p · (z−x)− t. Aleshores, si A : Rn → Rn normalitza S(x,p, t), la
funció v := (detA)2/nux ◦A−1 té les mateixes propietats de convexitat estricta
que u. Utilitzant aquest fet en tots els punts x i per a tot valor de t petit,
un argument d’iteració curós demostra la validesa del teorema 3.11 (vegeu la
demostració de [31, teorema 4.20] per a més detalls). 2

Observem que el teorema 3.8 és insatisfactori des del punt de vista de les
equacions en derivades parcials: en efecte, requereix la regularitat C2 de f
per a demostrar la regularitat C2,α de la solució, mentre que la teoria de la
regularitat el.líptica suggereix que f ∈ C0,α hauria de ser suficient. Això és
cert, com va demostrar Caffarelli a [13] (de nou, només cal considerar conjunts
convexos normalitzats):

Teorema 3.13. Sigui Ω un conjunt convex normalitzat i sigui u una solució de

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ i f ∈ C0,α
loc (Ω). Aleshores, u ∈ C2,α

loc (Ω).

La demostració d’aquest teorema es basa en la propietat que, sota la hipòtesi
que f és quasi constant (per exemple, molt propera a 1), u és molt propera
a una solució de µv = dx. Com que aquesta última funció és suau (segons el
teorema 3.8), un argument d’iteració permet demostrar que la norma C2,α de u
es manté acotada (vegeu també [31, teorema 4.42]).

Seguint aquesta línia de raonament també es pot demostrar el teorema
següent ([13]):
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Teorema 3.14. Sigui Ω un conjunt convex normalitzat i sigui u una solució de

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω.

Aleshores, per a cada p > 1 existeix una constant positiva δ(p) tal que, si

||f − 1||∞ ≤ δ(p), llavors u ∈ W 2,p
loc (Ω).

Com que qualsevol funció contínua és arbitràriament propera a una constant
a escales petites, s’obté el següent:

Corol.lari 3.15. SiguiΩ un conjunt convex normalitzat i sigui u una solució de

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

amb f > 0 contínua. Aleshores u ∈ W 2,p
loc (Ω) per a qualsevol p < 1.

Observació 3.16. Com s’observa a [30], aplicant les idees introduïdes a [24,
26], es pot trobar una estimació explícita per a δ(p) en funció de p en el
teorema 3.14, més concretament, δ(p) ' e−Cp per a alguna constant dimensio-
nal C > 0.

3.5 Algunes aplicacions

Tot seguit descrivim breument dues aplicacions de la teoria de la regularitat
desenvolupada abans.

3.5.1 El problema de Minkowski Un problema clàssic en geometria con-
vexa és prescriure una quantitat geomètrica (l’àrea superficial, la curvatura
de Gauss, etc.) i trobar condicions necessàries i suficients que assegurin que
tal quantitat ve d’un domini convex. En aquest apartat analitzem breument el
problema de la «curvatura de Gauss prescrita».

Suposem que K ⊂ Rn és un domini obert, convex i fitat que conté l’origen i
parametritzem ∂K en coordenades polars així:

∂K = {ρ(x)x : x ∈ Sn−1, ρ : Sn−1 → R+}.

Llavors, associem a qualsevol punt z ∈ ∂K l’aplicació normal

NK(z) := {y ∈ Sn−1 : K ⊂ {y : 〈y,w − z〉 ≤ 0}}.

Geomètricament, l’aplicació normal troba les normals de tots els hiperplans de
suport a z i es pot pensar en NK com un anàleg de l’aplicació subdiferencial.

Per acabar, considerem l’aplicació de Gauss (multivaluada) GK : Sn−1 → Sn−1

definida per
GK(x) := NK(ρ(x)x),

i definim la mesura de curvatura de Gauss

µK(E) :=Hn−1(GK(E)) ∀E ⊂ Sn−1 Borel,

onHn−1 denota la mesura de Hausdorff de dimensió (n− 1) a Sn−1.
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Pel que fa a la mesura de Monge-Ampère, es pot demostrar que µK és una
mesura de Borel. Llavors ens fem la pregunta següent: Donada una mesura de
Borel ν a Sn−1, podem trobar un conjunt obert, convex i fitat K que contingui
l’origen i tal que µK = ν?

A [2, 3], Aleksandrov va trobar les condicions necessàries i suficients per a
assegurar l’existència d’una solució d’aquest problema. Pel que fa a l’existència
de les solucions d’Aleksandrov de l’equació de Monge-Ampère, l’existència de K
es demostra primer quan ν és una suma discreta de deltes de Dirac i llavors
s’obté el cas general per aproximació. La demostració original d’existència
d’Aleksandrov quan ν és discreta es basa en un argument topològic que es
fonamenta en el teorema d’invariància del domini [2] (vegeu també [5]).

Gràcies a la teoria de la regularitat desenvolupada per Caffarelli, s’obté el
resultat de regularitat següent:

Teorema 3.17. Sigui K ⊂ Rn un domini obert, convex i fitat que conté l’origen,
i suposem que µK = f dHn−1 per a alguna f : Sn−1 → R, amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ.
Aleshores ∂K és estrictament convexa i de classe C1,γ . Si, a més, f ∈ C0,α per a
alguna α ∈ (0,1), aleshores ∂K ∈ C2,α.

Idea de la demostració. Com que K és convex, es pot parametritzar local-
ment la vora com la gràfica d’una funció convexa u : Ω ⊂ Rn−1 → R. És un fet
clàssic que la curvatura de Gauss de la gràfica d’una funció v : Ω ⊂ Rn−1 → R
de classe C2 ve donada per

detD2v

(1+ |∇v|2)n+1
2

.

Llavors, suposant que µK = f dHn−1, un argument d’aproximació basat en la
proposició 3.2 resulta en la validesa de l’equació

µu = f(x)(1+ |∇u|2)
n+1

2 dx,

on ∇u existeix en quasi tots els punts, ja que u és localment Lipschitz (perquè
és convexa). En particular, µu és fitada localment. Si s’apliquen la proposi-
ció 3.12 i el teorema 3.9, es dedueix que ∂K és estrictament convexa i de
classe C1,γ . Per acabar, la regularitat C2,α quan f ∈ C0,α es deriva del teore-
ma 3.13. 2

Observació 3.18. La teoria de la regularitat per a Monge-Ampère té un paper
crucial en moltes altres variants del problema de Minkowski. Per exemple,
apareix en la demostració de l’existència i la unicitat de dominis convexos amb
mesures harmòniques prescrites [40].

3.5.2 El problema del transport òptim Suposem que µ i ν denoten dues
mesures de probabilitat en Rn. El problema del transport òptim (amb cost
quadràtic) consisteix a trobar la manera «òptima» de transportar µ a ν tenint



18 Alessio Figalli

en compte que el cost de transportar un punt des de x fins a y és |x−y|2. Per
tant, de manera natural, això porta a minimitzar∫

Rn
|S(x)− x|2 dµ(x)

sobre totes les aplicacions S que «transporten µ a ν». En termes matemàtics,
això es correspon a dir que S#µ = ν, és a dir, per a cada funció de Borel
fitada ϕ : Rn → R, ∫

Rn
ϕ(y)dν(y) =

∫
Rn
ϕ(S(x))dµ(x).

Segons un teorema clàssic de Brenier [11] (vegeu també [22, 49, 58]), l’existència
i la unicitat d’aplicacions òptimes és vàlida sempre que µ sigui absolutament
contínua. A més, aquesta aplicació ve donada pel gradient d’una funció convexa.
Això es resumeix en el teorema següent:

Teorema 3.19. Siguin µ, ν mesures de probabilitat en Rn amb µ = f dx i
ν = g dy . Aleshores:

• Existeix una aplicació de transport òptim única T que és µ-quasi pertot
(µ-q. p.)

• Existeix una funció convexa semicontínua inferior u : Rn → R∪ {+∞} tal
que T = ∇u que és µ-q. p. i

det(D2u) = f
g ◦ ∇u µ-q. p.

Aquest teorema demostra que les aplicacions de transport òptim solucionen
una equació de Monge-Ampère en un sentit feble, que generalment s’anomena
sentit de Brenier.

Mentre que per a les solucions d’Aleksandrov es pot aplicar la teoria de la
regularitat desenvolupada en les seccions anteriors, Caffarelli va observar a [15]
que fins i tot per a densitats suaus no es pot esperar cap resultat de regularitat
general per a les solucions de Brenier sense algunes condicions geomètriques
sobre el suport de la mesura objectiu. En efecte, suposem que n = 2 i que
X = B1 és la bola unitat centrada a l’origen i que Y = (B+1 + e1)∪ (B−1 − e1) és
la unió de dues semiboles, on

B+1 := (B1 ∩ {x1 > 0}), B−1 := (B1 ∩ {x1 < 0}),

i (e1, e2) denota la base canònica de R2. Aleshores, si f = 1
|X|1X i g = 1

|Y |1Y ,
l’aplicació de transport òptim ve donada per

T(x) :=
{
x + e1 si x1 > 0,
x − e1 si x1 < 0,

que es correspon al gradient de la funció convexa u(x) = |x|2/2+ |x1|.
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Per tant, si es busca un resultat de regularitat de u, com a mínim hem de
suposar que Y és connex. No obstant això, partint de la construcció anterior
i considerant una seqüència de dominis Yε als quals s’afegeix una tira petita
d’amplada ε > 0 per a unir (B+1 + e1) ∪ (B−1 − e1), també es pot demostrar
que, per a ε > 0 prou petita, l’aplicació òptima encara serà discontínua (vegeu
[15, 29]). Per tant, la connectivitat no és suficient per a assegurar la regularitat.
Com va demostrar Caffarelli [15, 17], la convexitat de Y és la condició correcta
per a assegurar que una solució de Brenier és també una solució d’Aleksandrov
i que, llavors, la teoria de la regularitat general de les seccions anteriors és
aplicable (vegeu també [27, 65]):

Teorema 3.20. Suposem que X,Y ⊂ Rn són dos conjunts oberts i fitats i que
f , g : Rn → R són dues densitats de probabilitat que són zero fora de X, Y i
estan fitades superiorment i inferiorment per una constant positiva en X, Y ,
respectivament. Denotem amb T = ∇u : X → Y l’aplicació de transport òptim
obtinguda del teorema 3.19, i suposem que Y és convex. Aleshores existeix una
γ > 0 tal que T ∈ C0,γ

loc (X). A més, si f ∈ Ck,α(X̄) i g ∈ Ck,α(Ȳ ) per a algun
enter k ≥ 0 i algun α ∈ (0,1), i si tant X com Y són suaus i uniformement
convexos, aleshores T : X → Y és un difeomorfisme global de classe Ck+1,α.

Com es mostra, per exemple, a [34], la convexitat de l’objectiu és necessària
per a la continuïtat de l’aplicació de transport òptim. I encara pitjor, com s’ha
vist recentment a [41], fins i tot amb densitats constants es pot construir una
aplicació de transport òptim discontínua des d’un domini convex suau fins a
una petita deformació Lipschitz del mateix domini.

De manera natural, tot això motiva la pregunta següent: Què es pot dir
quan s’elimina la condició de convexitat de l’objectiu? Com s’explica a [25, 33]
(vegeu també [29] per a una descripció més precisa del conjunt singular en
dues dimensions i [36] per a una demostració variacional recent del resultat
de [33]), sempre es pot demostrar que l’aplicació de transport òptim és suau
fora d’un conjunt tancat de mesura zero.

4 Desenvolupaments recents I: regularitat interior

A [66] Wang va mostrar que, per a qualsevol p > 1, existeix una funció f que

satisfà 0 < λ(p) ≤ f ≤ 1/λ(p) tal que u 6∈ W 2,p
loc . Aquest contraexemple consta-

ta que els resultats de Caffarelli són més o menys òptims. Ara bé, una pregunta
important que quedava sense resoldre era si les solucions estrictament con-
vexes de µu = f dx amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ podrien ser com a mínim W 2,1

loc , o

fins i tot W 2,1+ε
loc per a algun ε = ε(n, λ) > 0. El tema de la regularitat W 2,1

loc ha
estat resolt fa poc per De Philippis i Figalli a [24]. Seguint les idees que s’hi
introdueixen, el resultat s’ha redefinit com a u ∈ W 2,1+ε

loc per a algun ε > 0
(vegeu [26, 63]).

Teorema 4.1. Sigui Ω un conjunt convex normalitzat i u una solució de

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

amb 0<λ≤f ≤1/λ. Aleshores existeix ε=ε(n, λ)>0 tal que u ∈ W 2,1+ε
loc (Ω).
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De nou, com a la subsecció 3.4, el resultat anterior és vàlid per a solucions
estrictament convexes de µu = f dx amb 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ.

Idea de la demostració. Donat x ∈ Ω i t > 0 petit, considerem la famí-
lia {S(x,∇u(x), t)}x∈Ω,t>0 definida a (11). Prenent St(x) := S(x,∇u(x), t)
com la «bola centrada de radi t centrada a x», qualsevol subdomini Ω′ ⊂⊂ Ω
dotat d’aquesta família de «boles» és un espai de tipus homogeni en el sentit
de Coifman i Weiss; vegeu [1, 18, 37]. En particular, el teorema de Stein implica
que, si

M(D2u)(x) := sup
t>0
−
∫
S(x,∇u(x),t)

|D2u| ∈ L1
loc(Ω),

aleshores |D2u| ∈ L logLloc, és a dir,
∫
Ω′ |D2u| log(2 + |D2u|) ≤ C(Ω′) per a

qualsevol Ω′ ⊂⊂ Ω. L’estimació clau de [24] consisteix a demostrar que

||M(D2u)||L1
loc(Ω)

≤ C ||D2u||L1
loc(Ω)

,

per a alguna constant C = C(n,λ).
Un cop demostrada aquesta estimació, es deriva de la convexitat de u que la

norma L1
loc de D2u és fitada localment (vegeu [31, equació (4.74)]), i, per tant,5

|D2u| log(2+ |D2u|) ∈ L1
loc(Ω). (13)

Segons aquesta estimació a priori i un argument d’aproximació amb solu-
cions suaus, com es veu a [24], és fàcil deduir que D2u és una funció L1 i
aleshores u ∈ W 2,1

loc .

Tot seguit expliquem com, de fet, aquest argument implica que u ∈ W 2,1+ε
loc .

Tenint en compte (13), la mesura del conjunt en què |D2u| és gran disminueix
de manera quantitativa:

|{|D2u| ≥ M}| ≤ 1
M logM

∫
|{|D2u|≥M}|

|D2u| log(2+ |D2u|) ≤ C
M logM

,

per a qualsevol M gran. En particular, si s’escull primer un M prou gran i
després una ε > 0 prou petita, deduïm (una versió localitzada de) la fita

|{|D2u| ≥ M}| ≤ 1
M1+2ε |{|D

2u| ≥ 1}|.

Si s’aplica aquesta estimació a totes les escales (compareu amb la idea de la
demostració del teorema 3.11) conjuntament amb un lema de recobriment,
s’obté

|{|D2u| ≥ Mk}| ≤ 1
M(1+2ε)k |{|D

2u| ≥ 1}| ∀k ≥ 1,

i se’n deriva la integrabilitat L1+ε local de |D2u| (vegeu, per exemple, [31,
apartat 4.8.4] per a més detalls). 2

5 Aquí, la frase «Com que u és convexa, la norma L1
loc de D2u és fitada localment» pot ser

confusa. En efecte, sembla que s’afirmi que la regularitat W2,1
loc de u és trivial perquè la integral

de |D2u| és finita localment. No és el cas, perquè, per a una funció convexa, D2u pot ser una
mesura i llavors

∫
E |D2u| denota la integral de la mesura |D2u| sobre el conjunt E. Per tant, per

a demostrar que u ∈ W2,1
loc , no és suficient demostrar que

∫
|D2u| és finita localment, sinó que

cal demostrar que |D2u| és absolutament contínua respecte a la mesura de Lebesgue.
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4.0.1 Una aplicació: les equacions semigeostròfiques Les equacions semi-
geostròfiques són un model simple utilitzat en meteorologia per a descriure
fluxos atmosfèrics a gran escala i es pot derivar de les equacions d’Euler 3D,
amb l’aproximació de Boussinesq i la hidroestàtica, subjectes a una força de
Coriolis forta [23]. Com que per a fluxos atmosfèrics a gran escala la força
de Coriolis domina el terme d’advecció, el flux és principalment bidimensional.
Per això, l’estudi de les equacions semigeostròfiques en 2D i 3D és molt similar
i, per simplificar l’exposició, ens centrarem en el cas periòdic bidimensional.

El sistema semigeostròfic es pot escriure així:
∂t∇pt + (ut · ∇)∇pt +∇⊥pt + ut = 0,
∇ · ut = 0,
p0 = p̄,

(14)

on ut : R2 → R2 i pt : R2 → R són funcions periòdiques que es corresponen
amb la velocitat i la pressió, respectivament, i ∇⊥pt és la rotació antihorària
d’angle π/2 de ∇p.

Com es mostra a [23], les consideracions energètiques demostren que és
natural suposar que pt és (−1)-convex, és a dir, la funció Pt(x) := pt(x) +
|x|2/2 és convexa a R2. Sigui P∗t la conjugada convexa de Pt , és a dir,

P∗t (y) := sup
x∈R2

{y · x − Pt(x)}.

Aleshores, suposant que 0 < λ ≤ det(D2P∗0 ) ≤ 1/λ, es pot demostrar que

0 < λ ≤ det(D2P∗t ) ≤ 1/λ ∀t > 0

en el sentit d’Aleksandrov (vegeu [7] per a més detalls). A causa del teore-
ma 4.1, això implica que P∗t ∈ W

2,1+ε
loc , que és un dels ingredients clau per

a demostrar l’existència global de solucions distribucionals de (14) en el tor
bidimensional [7] i en dominis tridimensionals [8].

Observació 4.2. Des d’un punt de vista físic, la fita inferior de det(D2P∗0 ) no
és natural i seria molt útil si la regularitat W 2,1 de les solucions de µu ≤ 1

λ dx
fos certa, com a mínim en dues dimensions. Malauradament, és falsa, com
mostra Mooney a [55].

D’altra banda, es podria voler demostrar l’existència global de solucions
suaus de (14) quan el conjunt de dades inicials és suau. Tenint en compte
el resultat anàleg per a l’equació d’Euler incompressible bidimensional, una
possible estratègia per a demostrar aquest resultat seria demostrar que les
solucions estrictament convexes de µu = f dx amb f ∈ C0,α tals que 0 < λ ≤
f ≤ 1/λ satisfan ||D2u||C0,α ≤ C(n,λ,α)||f ||C0,α (és a dir, el control és lineal
respecte a la norma de f ). Com es veu a [32], això és fals i l’existència global de
les solucions suaus és un problema encara obert.
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4.1 Sobre la convexitat estricta de les solucions febles

Com s’ha mencionat, la convexitat estricta no és només una condició tècnica,
sinó que és necessària per a aconseguir la regularitat. En efecte, com va des-
cobrir Pogorelov, existeixen solucions d’Aleksandrov de l’equació de Monge-
Ampère amb costats drets positius suaus que no són C2. Per exemple, la funció

u(x1, x′) := |x′|2−2/n(1+ x2
1), (x1, x′) ∈ R×Rn−1, n ≥ 3, (15)

és C1,1−2/n i és solució de detD2u = cn(1 + x2
1)n−2(1 − x2

1) > 0 dins de B1/2.
A més, la fita 0 < λ ≤ detD2u ≤ 1/λ no és suficient per a la regularitat C1: la
funció

u(x1, x′) := |x′| + |x′|n/2(1+ x2
1), (x1, x′) ∈ Rn, n ≥ 3,

només és Lipschitz i compleix 0 < λ ≤ detD2u ≤ 1/λ en una petita regió
convexa en un entorn de l’origen.6

Aleksandrov va mostrar a [4] que, a diferència del que veiem en els contra-
exemples anteriors, totes les solucions bidimensionals de µu ≥ λdx > 0 són
estrictament convexes. A [16], Caffarelli va generalitzar aquests exemples a
solucions que degeneren al llarg dels subespais, i va demostrar que les solucions
es poden degenerar només en subespais de dimensions inferiors a n/2.

Com que no es pot esperar regularitat C1 per a solucions no estrictament
convexes, és normal preguntar-nos si podem obtenir estimacions d’integrabili-
tat per a les segones derivades.

En la secció anterior hem demostrat que les solucions estrictament convexes
de 0 < λdx ≤ µu ≤ 1

λ dx són W 2,1+ε
loc per a algun ε = ε(n, λ) > 0. Si anomenem

Σ el «conjunt singular» de punts en què u no és estrictament convexa, és a dir,

Σ := {x ∈ Ω : ∃z ∈ Ω \ {x} i p ∈ ∂u(x) s.t. u(z) = u(x)+ 〈p, z − x〉},

6 De fet, per a n ≥ 3, fins i tot es pot construir una solució d’Aleksandrov de detD2u = 1
que sigui Lipschitz en una bola petita Bρ(0). Per comprovar-ho, suposem que η > 0 i definim

vη(x) := η(|x′|+|x′|n/2(1+x2
1)). Aleshores, si η > 0 és prou gran, se’n deriva que detD2vη ≥ 1

dins de Bρ(0) per a algun valor ρ > 0 petit.
Suposem que wη : Bρ(0) → R és l’envolupant convexa de vη

∣∣
∂Bρ(0). És un fet clàssic que

detD2wη = 0 en el sentit d’Aleksandrov (vegeu, per exemple, [56]). A més, com que vη ≥ 0, se’n
deriva que wη ≥ 0. Per acabar, com que vη(x1,0) = 0 per a x1 = ±ρ, tenim que wη(x1,0) = 0
per a |x1| ≤ ρ.

Suposem ara que u és la solució d’Aleksandrov de{
detD2u = 1 en Bρ ,
u = vη sobre ∂Bρ ,

donada pel teorema 3.6. Aleshores, segons la proposició 3.3, tenim que vη ≤ u ≤ wη dins de Bρ .
Això implica en particular que u(x1,0) = 0 per a |x1| ≤ ρ, que, combinat amb

u(x1, x′) ≥ vη(x1, x′) ≥ η|x′|,

demostra que u només és Lipschitz.
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llavors ens podríem preguntar si les segones derivades de u es poden concen-
trar a Σ. Recentment Mooney ha descartat aquesta possibilitat [53] mostrant
que la mesura de Hausdorff de dimensió (n − 1) de Σ s’anul.la. D’aquest fet,
Mooney va deduir la regularitat W 2,1 de les solucions sense cap condició de
convexitat estricta. De fet, en un article posterior [54], va poder reforçar aquest
resultat amb una petita millora de la integralitat logarítmica i va demostrar que
era un resultat òptim.

Teorema 4.3. Sigui Ω ⊂ Rn un conjunt obert i u : Ω → R una funció convexa
que satisfaci µu = f dx per a alguna 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Aleshores,Hn−1(Σ) = 0
i u ∈ W 2,1

loc (Ω). A més, existeix una η = η(n) > 0 tal que∫
Ω′
|D2u| log(2+ |D2u|)η dx <∞ ∀Ω′ ⊂⊂ Ω.

D’altra banda, si M > 0 és prou gran, es pot construir una solució u amb f ≡ 1
tal que ∫

Ω′
|D2u| log(2+ |D2u|)M dx = +∞ per a algun Ω′ ⊂⊂ Ω.

5 Desenvolupaments recents II: regularitat de la vora

La teoria de la regularitat interior per a les solucions d’Aleksandrov es fona-
menta en diferents propietats geomètriques de seccions S(x,p,y) de u que
estan contingudes estrictament dins de Ω (vegeu (11)). En particular, es pot
demostrar que, si u és una solució estrictament convexa de λdx ≤ µu ≤ 1

λ dx
i St(x) := S(x,∇u(x), t) està continguda compactament dins de Ω, llavors
St(x) és comparable a un el.lipsoide de volum tn/2 (vegeu, per exemple, [31,
lema 4.6]).

Per a desenvolupar una teoria de regularitat de la vora, és vital entendre la
geometria de les seccions St(x) quan x ∈ ∂Ω. Savin ho ha fet recentment a [59,
60, 61] amb la introducció de noves tècniques per a obtenir versions globals
de tots els resultats de regularitat anteriors amb condicions de regularitat
adequades per a les condicions de contorn. Vegem-ne els resultats principals.

Suposem que 0 ∈ ∂Ω, que Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, convex i fitat que
satisfà

Bρ(ρen) ⊂ Ω ⊂ B1/ρ(0)∩ {xn > 0} (16)

per a alguna ρ > 0, i que u : Ω → R satisfà

µu = f dx en Ω (17)

per a alguna 0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Estenem u fent que valgui +∞ en Rn \ Ω (si
cal, restant una funció lineal), suposem que `(x) ≡ 0 és el pla tangent a u a
l’origen, és a dir,

u ≥ 0, u(0) = 0, i u(x) 6≥ εxn ∀ε > 0. (18)
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El primer resultat de [59] mostra que, si u ≈ |x|2 al llarg de ∂Ω∩ {xn ≤ ρ},
llavors les seccions St(0) := {x ∈ Ω : u(x) < t} són comparables a semi-
el.lipsoides per a t petites. Més precisament, el següent és vàlid:

Teorema 5.1. Suposem que Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, convex i fitat que
satisfà (16) i que u : Ω → R és una funció convexa que satisfà (17) per a alguna
0 < λ ≤ f ≤ 1/λ. Suposem que es compleix (18) i que

β|x|2 ≤ u(x) ≤ 1
β
|x|2 sobre ∂Ω ∩ {xn ≤ ρ} (19)

per a alguna β > 0. Aleshores, per a qualsevol t > 0 petit, existeix un el-
lipsoide Et de volum tn/2 tal que(

1
K
Et
)
∩Ω ⊂ St(0) ⊂ (KEt)∩Ω,

on K > 1 només depèn de n, λ, ρ i β. A més, l’el.lipsoide Et és comparable a una
bola de radi

√
t, llevat d’una possible translació en la direcció xn de mida |log t|.

En concret, existeix una transformació lineal At : Rn → Rn de la forma

At(x) = x − τ xn, τ = (τ1, . . . , τn−1,0) ∈ Rn, i |τ| ≤ K|log t|,
tal que Et = At(B√t(0)).

L’última part d’aquest resultat dona informació sobre el comportament
de les segones derivades a prop de l’origen. En efecte, heurísticament, aquest
resultat afirma que dins de St(0) les segones derivades tangencials estan
acotades uniformement per dalt i per sota, mentre que les segones derivades
mixtes estan acotades per |log t|. Això és molt interessant, ja que µu només està
acotada per dalt i per sota i perquè tant les dades de la vora com la vora només
són C1,1.

Com a conseqüència del teorema 5.1 i de les estimacions interiors demos-
trades a la subsecció 3.4, a [60, 61] Savin va obtenir les estimacions C2,α i W 2,p

globals següents.

Teorema 5.2. Suposem que Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, uniformement convex
i fitat, que u : Ω → R és una funció convexa que satisfà (17) per a alguna
0 < λ ≤ f ≤ 1/λ i suposem que tant u

∣∣
∂Ω com ∂Ω són de classe C1,1. Suposem

també que u se separa quadràticament a ∂Ω del seu pla tangent, és a dir,

u(z)−u(x) ≥ 〈∇u(x), z − x〉 + β|z − x|2 ∀x, z ∈ ∂Ω
per a alguna β > 0. Aleshores:

• Existeix ε > 0 tal que u ∈ W 2,1+ε(Ω).
• Per a qualsevol p > 1, si ||f − 1||L∞(Ω) ≤ e−Cp, aleshores u ∈ W 2,p(Ω).
• Suposem que f ∈ C0,α(Ω) i que tant u

∣∣
∂Ω com ∂Ω són de classe C2,α.

Aleshores u ∈ C2,α(Ω).

Com es veu a [59], la condició que u se separa quadràticament a ∂Ω del seu
pla tangent es verifica, per exemple, sempre que ∂Ω i u

∣∣
∂Ω són de classe C3

amb Ω uniformement convex.
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6 Desenvolupaments recents III: suavitat de la primera
funció pròpia

Sigui Ω un conjunt uniformement convex suau. En l’article [48], P.-L. Lions
va investigar l’existència i la unicitat del primer valor propi per a l’operador
de Monge-Ampère, és a dir, l’existència d’una funció convexa no trivial ψ1 ∈
C1,1(Ω)∩ C∞(Ω) i una constant positiva λ1 tals que

(detD2ψ1)1/n = −λ1ψ1 en Ω, ψ1 = 0 sobre ∂Ω. (20)

Com es mostra a [48], la parella (λ1,ψ1) és essencialment única. Més precisa-
ment, si ψ : Ω → R és una funció convexa no trivial i λ és una constant positiva
tal que

(detD2ψ)1/n = −λψ en Ω, ψ = 0 sobre ∂Ω,

aleshores λ = λ1 i ψ = θψ1 per a una constant positiva θ.
Fent servir la fórmula algebraica

(detA)1/n = inf
{

tr(AB) : B simètrica definida positiva, detB ≥ 1
nn

}
, (21)

es pot demostrar que

λ1= inf
{
λ1(aij) : aij ∈ C(Ω), aij simètrica definida positiva, det(aij)≥

1
nn

}
,

on λ1(aij) és el primer valor propi de l’operador el.líptic lineal aij∂ij . A més,
utilitzant de nou (21), es pot aproximar l’equació de Monge-Ampère amb les
equacions de Hamilton-Jacobi-Bellman de la forma

Aεψ := inf
{
aij∂ijψ : aij ∈ C(Ω), aij simètrica definida positiva,

det(aij) ≥
1
nn
, tr(aij) ≤

1
ε

}
,

i deduir una interpretació estocàstica interessant per a λ1 (vegeu [47, 48] per a
més detalls).

Com s’ha vist a la subsecció 3.2, molts resultats per a l’equació µu =
f(x)dx es poden estendre al cas general µu = f(x,u,∇u)dx sempre que
∂uf ≥ 0, ja que això assegura la validesa del principi del màxim. Una conse-
qüència interessant del resultat de Lions és la validesa del principi del màxim
també quan f decreix lleugerament respecte a u. Més precisament, l’equa-
ció µu = F(x,u)dx té una solució única sempre que ∂u(F(x,u)1/n) > −λ1

(vegeu [48, corol.lari 2]).
Fixem-nos que, en vista de la regularitat C1,1 de ψ1, a prop de la vora

de Ω es pot escriure |ψ1(x)| = g(x)d∂Ω(x), on g : Ω → R és una funció
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Lipschitz estrictament positiva i d∂Ω(x) = dist(x, ∂Ω) denota la funció distàn-
cia a la vora. En altres paraules, ψ1 resol l’equació de Monge-Ampère de la
forma

detD2ψ1(x) = G(x)d∂Ω(x)n en Ω, ψ1 = 0 sobre ∂Ω, (22)

on G(x) ≥ c0 > 0 és Lipschitz.
Com que el costat dret de l’equació s’anul.la a ∂Ω, (22) és degenerada a prop

de la vora i ha estat un problema durant més de 30 anys saber si ψ1 és suau
fins a la vora. La solució només l’han aconseguit recentment, primer Hong,
Huang i Wang en dues dimensions [38] i després Savin [62] i Le i Savin [45] en
dimensions arbitràries.

Més precisament, considerem la classe general d’equacions de Monge-
Ampère

µu = f dx en Ω, u = 0 sobre ∂Ω, f (x) = G(x)d∂Ω(x)s , (23)

on s > 0 i G és una funció contínua estrictament positiva. A [62] Savin va
demostrar l’estimació de regularitat C2 a la vora que enunciem a continuació:

Teorema 6.1. Suposem que Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, convex i fitat que
satisfà (16) i que u : Ω → R és una funció convexa que satisfà (23). Suposem
que (18) i (19) se satisfan i que u

∣∣
∂Ω∩Bρ(0) és de classe C2 per a alguna ρ > 0.

Aleshores u és C2 a 0. Més precisament, existeixen un vector τ perpendicular
a en, un polinomi quadràtic Q : Rn−1 → R i una constant a > 0 tals que

u(x + τxn) = Q0(x′)+ ax2+s
n + o(|x′|2 + x2+s

n ) ∀x = (x′, xn) ∈ Bρ(0).

Com a conseqüència d’aquest resultat, com que (20) és de forma (23)
amb s = n, Savin va obtenir la regularitat C2 global de la primera funció
pròpia:

Corol.lari 6.2. Sigui Ω ⊂ Rn un conjunt uniformement convex de classe C2 i
sigui ψ1 la primera funció pròpia (vegeu (20)). Aleshores ψ1 ∈ C2(Ω).

Mitjançant un enfocament pertorbatiu basat en el teorema 6.1, Le i Savin
van millorar la regularitat C2 de la vora a C2,β. Més precisament, van demostrar
l’estimació puntual següent:

Teorema 6.3. Suposem que Ω ⊂ Rn és un conjunt obert, convex i fitat que sa-
tisfà (16) i que u : Ω → R és una funció convexa que satisfà (23). Suposem que
(18) i (19) se satisfan i que u

∣∣
∂Ω∩Bρ(0) és de classe C2,β per a alguna β ∈

(
0, 2

2+s
)

i ρ > 0. Suposem també que G ∈ C0,γ(Ω∩ Bρ(0)) per a alguna γ ≥ β(2+s)
2 . Ales-

hores u és C2,β a 0. Més precisament, existeixen un vector τ perpendicular
a en, un polinomi quadràtic Q : Rn−1 → R i una constant a > 0 tals que

u(x+τxn) = Q0(x′)+ax2+s
n +O(|x′|2+x2+s

n )1+β/2 ∀x = (x′, xn) ∈ Bρ(0).
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Com a conseqüència d’aquest resultat, s’obté la regularitat C2,β global de la
primera funció pròpia per a qualsevol β < 2

2+n .
Destaquem que normalment, quan es treballa amb equacions el.líptiques, un

cop s’obté la regularitat C2,β, s’arriba a la regularitat superior fàcilment amb les
estimacions de Schauder, tot i que no en aquest cas a causa de l’elevada degene-
ració de l’equació. La idea clau de [45] consisteix a fer tant una transformació
hodògrafa com una transformada de Legendre parcial per a deduir que (una
transformació adequada de) la primera funció pròpia satisfà una equació de
tipus Grushin degenerada amb coeficients de Hölder. Quan això s’aconsegueix,
Le i Savin arriben a la suavitat global de ψ1 aplicant estimacions de Schauder
als operadors de tipus Grushin.

Corol.lari 6.4. Sigui Ω ⊂ Rn un conjunt uniformement convex de classe C∞ i
sigui ψ1 la primera funció pròpia (vegeu (20)). Aleshores, ψ1 ∈ C∞(Ω).
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